RUCCISEN IN DER UNTERSTUFE, Fduard Sz_rucaek, Wien
"Bewelsen ist Bewirken, daf man erikennt, ein Satz zei wan. v
. (Leibniz)
. Didaktische Grundsitze Lehrplans
fnoderzelt geltenden Leneplan fiir die Jiuterstufe der alljgrreinbildenden hiiveo
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rovoscnule nelfl es w.a.: "Dep Jderganz von anstha'd lchen, ndukbiven Rer rach-
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£ lst sicher nicht ungereenclertigt ) diesen Grundsabs anf dag T 2walsen i
Hucnsmatbikunterricnt anzuwenden. Es stellt sich abher aelbstversLxrd icn die
Cerecatigte Frage, wie man Beweise veranscnauwl tehen soll.

. veise des Lehrsatoes von Pythozoras

Eoosollen nun an zwel Beweisen des Lehrsatzes von Pythagoras verscniodene

La

Grade o Vorag wchaullchung gezeict werden. Zunichst ein Paweis von Garfield:
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Fie den Fldcheninnals A des Mrapezes gilt: A = ~ (a + b)
Ve dier Flécheninhazlt 4 des T summe der Flichaninhalte
d=r Deelecke, gilt waiter:
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In diesem Beweis missen einige Ausdricke mit Variablen umgeformt werden, die
wichtigsten Tatsachen Uber das Umformen von Gleichungen miissen bekannt sein.
Der Beweis erfolgt abgesehen von der erliuternden Skizze auf symbolischem

Niveau.

vesentlich anschaulicher ist der sogenannte indische Zerlegungsbeweis:
c D =1 C

o~
Lﬁ
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===
= ¢
A B A a )=

Weil der Flacheninhalt der beiden gegebenen groBen Quadrate ABCD identisch
sein mub, folgt wegen der Zerlegungsgleichheit nach Abzug der vier schraffier-
ten kongruenten Dreiecke flir die drei verbleibenden Quadrate I, IT und III un-

mittelbar: AI + AII = AIII'

und somit a2 + b2 = ¢2, _

Dieser Beweis vollzienht sich fast ausschlieflich auf ikonischem Niveau; er ist
sehr anschaulich: DaB die beiden groBen Quadrate identisch sind, ist evident;

vom Flacheninhalt dieser beiden groBen Quadrate wird beide Male der Flachenin-
halt von vier jeweils kongruenten Dreiecken abgezogen. Die Flicheninhalte der

verbleibenden Figuren missen daher ebenfalls kongruent sein.

. Darstellungsmodi

Nach Wittmann unterscheidet man drei Darstellungsmodi: symbolisch (durch Zei-
chen und Sprache), ikonisch (durch Bilder) und enaktiv (durch Handlungen).

Entwicklungspsychologisch ist der enaktive Modus der erste: Schon in der frii-
hen Kindheit spielen Handlungen eine wesentliche Rolle beim Wissenserwerb.
Durch Handlungen erfolgt die erste Erkenntnis der Wirklichkeit; man denke etwa
auch an das Greifschema ih der frihen Kindheit.

Im ikonischen Modus erfolgt die Erkenntnis durch Bilder. Die Bilder erlauben
die simultane Erfassung von Handlungsketten sowie den Vergleich von Handlun-
gen, die konkret nicht gleichzeitig durchfiihrbar sind.

Die symbolische ist die abstrakteste Form der Darstellung; ihr wesentliches
Yerkmal ist die Verwendung von 3ymoolen, die fiir eine Menge von konkreten Din-
gen stehen und die zu natiirlichen oder kinstlichen Sprachen zusammengefaBt
werden. Entwlckl_ncspsychologlgch wxrd der symbollscne Nodus als lct/ter mit

dem Erwerb der Muttersprache erreicht.

(4%
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Es erscheint bedeutsam, darauf hinzuwelsen, daR Lernprozesse nur dann auf der
symdolischen Ebene gestartet werden sollen, wenn bereits ausreichende symboli-
sche Vorkenntnisse vorliegen. Je jfinger das lernende Kind ist, umso eher wird
man auf’ prasymbolische Darstellungsmodi zurlickgreifen; dabei wird man in der
hoheren Schule hauptsichlich mit dem ikonischen Modus auskommen konnen, bei
Jjingeren Kindern aber doch gelegentlich auf den enaktiven Fodus zurlickgrei-
fen. Wichtig ist es, verschiedene Dars stellungsmodi gleichz2itig anzuwenden.
Das geschieht beispielsweise dann, wenn der Schiiler beinm trstellen einer

Zeichnung seine Handlungen erliutert.

Der Schaufelradbeweis von Peripgal

Ein sehr schines Beispiel fiir einen Bewels des Lenrsatzes von Pythagoras ist
der Schaufelradbeweis von Perigal: Er bestent darin, daB das groRere
Kathetenquadrat dadurch in vier Teile geteilt wird, daf man je eine Parallele
und eine Normale zur Hypotenuse durch seinen Mittelpunkt_zieht.

LCer Schaufelradbeweis ces Perigal kann nun dadurch enaktiv dargestellt werden,
dad man Blittenen von der GrdZe dep Teilfiguren I, II, ITI, IV, V herstellt.

MLt diesen Bliattchen wird zusrst das Hypotenusenquadrat sebildet, und dann

‘()

werden sle so verschoben, daf aus ihnen dle beiden Kathetenquadrate entstehen;

L

ofer ungekehrt. Diese Handlungen Konnen vem Schiller spiter bei Redarf immer
wieder ausgefiart, aber auch nur vorgestellt, d.h. verinnerlicht durchgeflhrt,

werden.

Primathenatische Reweise

Sermadeni und Kirsch nennen das adiquate Reprisentieren eines Boweises auf
enzktivem Niveau eiren primathematischen Beweis. Ein primathematischer Beyeis
ist also eine konkrete Ha Aandlung, die zuerst wirklico ausgeflinrt, spiter abor
nur vorgestellt wird und die einem korrekten mathematischen Argument ent-
spricht. Er ist ein beispielgebundenes Peprinden, bei den das Beispiel so ge-
Wanlt sein muB, dad di ¢ Ubertragbarkeit auf jeden anderen Fall erkennbar ist

und dal somit eine allgemeine Begrindungsstrategie vermittelt wird.
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Pr—nathemathchor Bewels und Verifikation

pramathematlsche Beweise missen ganz deutlich von rein experimentellen Verifi-
_ ketionen einiger Sonderfalle und unzulénglichen, rein anschaulichen Begrindun-
gen zbgegrenzt werden. Als Beispiel einer solchen unzuldnglichen Begriindung
darf die Verifikation des Lehrsatzes von Pythagoras mit Hilfe von Blattchen
zngefthrt werden. Hier darf eine Verifikation mit 25 Blattchen angegeben
werden, aus der leicht ersichtlich ist, daR dies nur im angegebenen Spe-
2:21fall gilt, sodaB tatsichlich kein pramathematischer Bewels vorliegt:

P i .

In ¢iesem Beispiel sient man sehr deutlich, daB keine allgemeine Begrindungs-
strategie vermittelt wird und daB eine Ubertragbarkeit auf jeden anderen Fall
- beispielsweise ein pythagordisches Dreieck mit irrationaler Seitenldnge -
sicrerlich nicht gegeben ist.

Die Forrel (a + b)? = 22 4 2ab + b2

Wir ze_chnen ein Quadrat ABCD mit der Seitenlénge a + b und zerlegen dleses

* Quadrat in zwei Quadrate mit den Seitenlangen a bzw. b sowie in zwei Rechtecke

rit cden Seitenlzngen a und b.

> —..C
ar b
a  iab
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A Q. b B

Wir kbnnen unmittelbar die Formel

(a+b)2'a2+2ab+b2 ,

ablesen. Wir haben auch hier eine Form des belsplelgebundenen Begriindens;
gllierdings 1st ai ﬂbertragbarkelt auf jeden anderen Fall mit positiven reel-
len Zzhlen a und b gzegeben.

M 1tiplikation von Brichen

in vielen Lehrbachern werden Bruchzahlen veranschaullcht allerdings wlrd die-
s& Veranschaulichung von Bruchzahlen nur ganz selten dazu verwendet, cei-
spielsweise die Multiplikation von Brlichen pramathematisch zu beweisen. Zu-

nZckst sei an folzende wichtige Grundtatsachen erinnert:

e bl e i i

e A e GOl e s =
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Der Nenner gibt an, in wieviele Teile das Ganze zerlegt wird.

Der Zahler ‘gibt an, wieviele gleiche Teile dann genommen werden.

3

Der Bruch 8.kann daher beispielsweise so dargestellt werden:
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Es scheint wichtig, mehrere Darstellungen desselben Sachverhaltes zu geben, um
einseltige Fixierungen zu verhindern.
Nun zur Multiplikation:
. . 2 i . . 2 4 .
Zunachst mud klar sein, daR 3 - B-belsplelswelse bedeutet.3 von 5 Dies mu®

bereits bel der Multiplikation einer natirlichen Zahl mit einem Brucn, ja so-
gar schon bel der Multiplikation zweier natlirlicher Zahlen entsprechend vorbe—

reitet werden (Prinzip der Fortsetzbarkeit).

' ) . - ) 2 y o
Nun kann auf enaktivem Niveau erklirt werden, wie man g-von 5-erhalt:
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Beim AbzZhlen erkennt man:
Im Henner muB 3.5, also 15, stehen.
Im Zihler muB 2.4, also 8, stehen.

Also gilt: Der Nenner des Produkts muf gleich dem Produkt der Nenner der bei-
den Faktoren sein. Der Zihler des Produkts mud gleich dem Produkt der Zihler
der beiden Faktoren sein, Damit ergibt sich die Formel:

a C 2 . C
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